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tuts der Technischen Hochschule zur Verfiigung stellte,
Herrn Professor F. Rost vom gleichen Institut fiir hilf-
reiche Diskussionen. Dem Bund der Freunde der
Technischen Hochschule Miinchen danken wir fiir die
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Von Warter Franz
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(Z. Naturforschg. 11 a, 522—523 [1956] ; eingegangen am 18. Mai 1956)

Wannier ! gelangte kiirzlich auf Grund einer Abéin-
derung der Methode von Houston 2 zu dem Schluf}, da}
innere Feldemission aus dem Valenzband (Zexer-Emis-
sion) theoretisch nicht existiert. Dieses Ergebnis er-
scheint physikalisch unglaubwiirdig, da nicht einzusehen
ist, weshalb eine Elektronenwelle nicht geddmpft die
endliche Wegstrecke zuriicklegen soll, welche bendtigt
wird, um aus dem #duBleren elektrischen Feld die zu sei-
ner Befreiung notige Energie aufzunehmen. In der Tat
zeigt eine ndhere Untersuchung der Wanxierschen Ar-
beit, dal} der angebliche Beweis fiir die Nichtexistenz
des Zener-Effekts sich nicht halten ldBt.

Wannier sowohl wie Houstox gehen aus von der Ein-
elektronen-ScuropINGER-Gleichung

K2 - R 3], .
—2,ﬁA+V(r)+e8 r+278t],{(r,t)—0 (1)

eines Elektrons im periodischen Gitterpotential ¥ (r) mit
dem zusitzlichen Potential eines homogenen elektrischen
Feldes e §§ - t, welche sie durch Funktionen von folgen-
dem Typus losen:

t
iR-r~%/E(R(r))dr}. @)

K ist dabei ein durch das Feld zeitlich verinderter Wel-
lenzahlvektor

2 (R, 1, 1) =u (K, 1) exp

.5
K=k— 5 T 3)
und z(R,1) besitzt die Periodizitit der Brocmschen
Wellenfunktionen des Bandelektrons. Wahrend Houston
genau die Brocusche Bandfunktion als Anfangszustand
zur Zeit t=0 annimmt und dadurch unter dem Einfluf}
des elektrischen Feldes Uberginge in hohere Binder
erhilt, weist Wannier darauf hin, da man mit Funk-
tionen der Gestalt (2) GL (1) exakt 16sen kann, wenn
man u der Wellengleichung

P (ki2 Vv @) +ie§ S —E®)|ulk 1) =0 (4
o (hmig J+ V@ +ieF 5~ E®]uttn =0
unterwirft, welche sich von der Brocuschen Wellenglei-
chung durch den Feldterm unterscheidet; dabei ergeben
sich keine Uberginge in héhere Binder, die Zexer-Emis-

sion wiirde also nicht existieren.
Da das Wanniersche Resultat physikalisch unplausibel
ist, hat man zu tberpriifen, ob die von Wax~ier bzw.

1 G. H. Wannier, Phys. Rev. 100, 1227 [1955].

NOTIZEN

Bereitstellung von Mitteln zum Aufbau des Massen-
spektrometers. Auch der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft sind wir fir finanzielle Unterstiitzung
dieser Untersuchungen zu Dank verpflichtet.

Houston beniitzten nichtstationiren Wellenfunktionen
tiberhaupt zur Beschreibung eines vollbesetztes Bandes
im homogenen elektrischen Feld geeignet sind. Zu die-
sem Zweck hat man nach der ,besten® Determinanten-
Eigenfunktion des Vielelektronen-Problems zu suchen,
deren Einelektronen-Funktionen von der Gestalt (2)
sind. Da die Transformation (3) der k-Vektoren nur
eine zyklische Permutation der Zustinde des vollbesetz-
ten Bandes bedeutet, welche die Determinantenfunktion
nicht verdndert, ist diese von der Gestalt

V= |u(ki, ;) exp[i k- t;]| exp —’:Et . (5
Jede Zeile der Determinante gehort zu einem Zustand,
welcher durch R; (sowie durch den nicht eigens ange-
schriebenen Spin) charakterisiert ist, wihrend die Ko-
lonnen je eine Elektronenkoordinate t; enthalten. Da-
mit R den durch (3) geforderten kontinuierlichen Werte-
vorrat besitzt, mull man zum Limes unendlich vieler
Elektronen iibergehen; die Determinante (5) erhilt da-
bei unendlich viele Reihen und Kolonnen und wird hin-
sichtlich R; kontinuierlich. E ist die zeitlich konstante
Gesamtenergie des Bandes.

Die Bestimmung derjenigen Determinanten-Wellen-
funktion, welche die Energie des Vielelektronen-Pro-
blems zu einem Minimum macht, fiihrt bekanntlich auf
die Fockschen Gleichungen. Da wir im Ansatz (5) jedoch
durch die Brocusche Periodizitits-Forderung die Mannig-
faltigkeit der Einelektronen-Funktionen eingeschriankt
haben, ergeben sich nicht ohne weiteres die Fockschen
Gleichungen; durch das Potential des homogenen Feldes
wird namlich die Periodizitdt zerstort. Der Beitrag dieses
Potentials zur Energie ist

Je§ > u(ki, v d. (6)

Als rdumliches Volumen legen wir einen groflen Peri-
odizitdts-Kubus zugrunde, welcher aus einer ganzen An-
zahl von Elementarzellen besteht. Die Schwerpunkte der
Elementarzellen mogen bei den Gittervektoren g liegen.
Wir zerlegen nun in jeder einzelnen Elementarzelle das
Potential in folgender Weise:

e r=ed-g+ed-(r—g). (7

Der erste Summand ist ein Stufenpotential, das in jeder
Elementarzelle konstant ist; der zweite Summand ergibt
ein im Gitter periodisches Sdgezahn-Potential. Da die
Anzahl der Elektronen einer Elementarzelle fest vor-
gegeben ist, wird der Beitrag des Stufenpotentials zu
(6) von der Wahl der Funktionen z unabhingig. Somit
geht das Stufenpotential nicht in die Bestimmung der
»besten“ Determinantenfunktion ein. Das Sédgezahn-
Potential andererseits hat die Periodizitdt des Gitters,

2 W. V. Houstox, Phys. Rev. 57, 184 [1940].
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NOTIZEN

lat daher die Periodizitit des Ansatzes (5) unverin-
dert; damit bestimmen sich die Einelektronen-Wellen-
funktionen u aus einer Fockschen Gleichung, in welcher
das lineare Potential des Feldes durch das Sigezahn-
Potential ersetzt ist. Man gelangt nicht zu der Wan~i1Er-
schen Gl. (4), hat vielmehr an Stelle des dortigen Feld-
gliedes das periodische Potential ¥ (r) durch das Sige-
zahn-Potential zu ergidnzen. Die besten Einelektronen-
Wellenfunktionen (2) sind somit nicht von der Wan~IER-
schen Gestalt, sondern gleichen im wesentlichen den von
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Es werde ein reines, rdiumlich homogenes Gas betrach-
tet, dessen Zustand wenig von dem durch die Verteilungs-
funktion

1O =ng ()b, f=m/2kT,

beschriebenen, thermischen Gleichgewichtszustand ab-
weicht (¢ Molekulargeschwindigkeit, m Molekiilmasse,
n,y Teilchenkonzentration, Ty Temperatur). Fiir die Ver-
teilungsfunktion des Gases werde daher gesetzt

f(l, C) :f(O) [1—{—(I)(t, C)] )

wo dann im wesentlichen @ < 1. Fiir @ gilt die genéherte
(linearisierte) Bortzmans-Gleichung

052 - _n21(@). (1)

Der linearisierte StoBoperator I ist bekanntlich ! durch

n? 1(®) = [ [ [1® }®(D+ &, — & —B,') g bdbdedc,

gegeben (@, =D (¢;) usw., ', ¢;” Geschwindigkeiten nach
dem StoB, g=|c—¢; |, b=StoBparameter, &= Azimut-
winkel von §" um g, d¢; =deyr deyy deiz).
Nun sei die spezielle Zeitabhiangigkeit
D(t,c) =e (o)
angenommen. Fiir v (c¢) gilt dann nach (1)
n?l(y) =0 fOy. (2)

Das ist eine Eigenwertgleichung, denn vy darf fiir c —oc
nicht zu stark anwachsen, damit /(% (1 +) eine physi-
kalisch sinnvolle Verteilungsfunktion darstellt. Die
Eigenwerte @ sind die reziproken Relaxationszeiten des
Gases. Fiir zwei Eigenfunktionen wy, ¥~ zu verschie-
denen Eigenwerten beweist man leicht die Orthogora-

litdtsrelation
f'#’.\' wx [0 de=0

Fiir MaxweLrsche Molekiile, d. s. punktférmige Zen-
tren, die sich mit der Kraft proportional r—3 abstoflen
(r=Abstand), kann man s@mtliche Eigenfunktionen

15, z.B. S. Cuapman u. T. G. Cowring, Mathematical Theory
of Non-Uniform Gases, Cambridge 1939, S. 110.
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Houstox beniitzten; die Zexerschen Ubergiinge finden
statt, die Ubergangswahrscheinlichkeiten berechnen sich
nach den Formeln von Houstox mit einer unbedeutenden
Modifikation. Es bleibt hinzuzufiigen, dal der Beitrag
des Sidgezahn-Potentials zur Gesamtenergie davon ab-
hdngt, wo im Raum die Zellengrenzen gelegt werden.
Sieht man alle méglichen Lagen der Zellengrenzen als
gleichberechtigt an und mittelt iiber sie, so verschwindet
der Beitrag des Sdgezahn-Potentials zur Gesamtenergie
und man kehrt genau zur Houstonschen Theorie zuriick.

und Eigenwerte explizit angeben. Der folgende Weg
fiihrt dazu. Es seien die Funktionen

Di(Bc2s) = (1—s) lehctsl(l=s)
betrachtet. Es 1dBt sich zeigen, daf

no [0y (3 %, 5)]

0 [Ty (8 2, 5 3)
Y 1— BB, s) —By(B e, )] 27 gbdb,

- s s, 4 =d0os@

und —af2—yl2, 1=%@9).

Nun ist bekanntlich @; die erzeugende Funktion der
Sonineschen Polynome SQ,‘; es gilt 2

1{3\
:r.’<as) Di(z, 3) 50

Somit entnimmt man aus (3), indem man beiderseits die
Differentiation (3/3s)”|s—oausfiihrt,

ne /87, (B ¢?)|=wor fOSP(B c?) , (4)

wpo=0,

S(r_),i,(f)

wobei

wor=ng 2 :zf(l—sin”@—cos“@) gbdb,
0 r=>0. (5)

Damit hat man alle kugelsymmetrischen Eigenfunktio-
nen im Sinn von (2) des MaxweLLschen Gases und die
zugehorigen Eigenwerte. — Um die nichtkugelsymmetri-
schen Eigenfunktionen zu finden, berechnet man zunéchst
I[e=Fc=D)*+s/(€=0)] "wo p eine beliebige feste Geschwin-
digkeit ist, entwickelt dann nach Kugelfunktionen und
14Bt schlieBlich v — 0 gehen. Man erhidlt so als Verall-
gemeinerung von (3)

ne 1180, (B ) ¢ Yiu (9, @) (6)

=y fO S}Q, (B2 Yin(d, @),

worin ¥, ¢ Polarwinkel von ¢ und Y, die Kugelfldchen-
funktionen sind. Fiir die Eigenwerte gilt

Wir=ngy" 27/[1—sml"-’@ P;(sin O) (7

—cos/T27@ P;(cos ©)] g b db

(P;=Lecenpresches Polynom). Wieder begegnet man

also den von Burnerr?® in die Gastheorie eingefiihrten

2

vgl. Cuapmax u. Cowring, L. c. 1, S.123.
3-D. Bur~ert, Proc. London Math. Soc. 39, 385 [1935].



